Encadrement de l'erreur asymptotique d'estimation des quantiles extrêmes by Albert, Clément et al.
Encadrement de l’erreur asymptotique d’estimation des
quantiles extreˆmes
Cle´ment Albert, Anne Dutfoy, Ste´phane Girard
To cite this version:
Cle´ment Albert, Anne Dutfoy, Ste´phane Girard. Encadrement de l’erreur asymptotique
d’estimation des quantiles extreˆmes. 48e`mes Journe´es de Statistique organise´es par la Socie´te´
Franc¸aise de Statistique, May 2016, Montpellier, France. 2016, <http://jds2016.sfds.asso.fr/>.
<hal-01326839>
HAL Id: hal-01326839
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01326839
Submitted on 6 Jun 2016
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
Encadrement de l’erreur asymptotique
d’estimation des quantiles extreˆmes
Cle´ment ALBERT 1, Anne DUTFOY 2 & Ste´phane GIRARD 1
1 Equipe MISTIS, Inria Grenoble Rhoˆne-Alpes & Laboratoire Jean Kuntzmann, 655,
avenue de l’Europe, Montbonnot, 38334 Saint-Ismier cedex, France.
2 EDF R&D MRI, 1, avenue du Ge´ne´ral de Gaulle - 92141 Clamart
clement.albert@inria.fr, anne.dutfoy@edf.fr, stephane.girard@inria.fr
Re´sume´. La maˆıtrise des risques environnementaux est un sujet de pre´occupation
majeur au sein d’EDF. Dans ce cadre, une me´thodologie d’analyse des valeurs extreˆmes
consiste, a` partir d’une loi de valeurs extreˆmes ajuste´e sur des donne´es, a` de´terminer
les quantiles extreˆmes de pe´riode de retour centenale, mille´nale voire de´camille´nale. Ces
quantiles extreˆmes de´pendent du mode`le de valeurs extreˆmes utilise´ ainsi que du nombre
de donne´es disponibles. Dans cette communication, nous exposons les expressions des
erreurs asymptotiques relatives des quantiles extreˆmes issus d’une loi des valeurs extreˆmes
a` trois parame`tres. Des e´le´ments de re´ponses sont ensuite donne´s quant a` l’encadrement
de ces erreurs dans le cas ou` le parame`tre de forme est proche de ze´ro.
Mots-cle´s. The´orie des valeurs extreˆmes, quantiles extreˆmes, normalite´ asymptotique,
risques environnementaux.
Abstract. Risk management is a major concern at EDF. In this context, an analysis
methodology of extreme values consists in estimating extreme quantiles - one hundred
years return period or more - from an extreme-value distribution adjusted on data.
These extreme quantiles depend on the extreme-value model used and on the number
of available data. In this communication, we present the expressions of extreme quantile
asymptotic errors considering a three parameter extreme-value distribution. Some bounds
are provided on these errors when the shape parameter is close to zero.
Keywords. Extreme-value theory, extreme quantiles, asymptotic normality, environ-
mental risks.
1 Introduction
La maˆıtrise des risques est un sujet de pre´occupation majeur au sein d’EDF, et ce
aussi bien en hydrologie/me´te´orologie que dans le domaine du nucle´aire. Dans ce cadre,
la R&D d’EDF utilise la the´orie des valeurs extreˆmes pour effectuer de nombreuses
e´tudes statistiques d’e´ve`nements extreˆmes a` partir de releve´s de variables me´te´orologiques
(tempe´rature, de´bit, vitesse de vent, . . . ). Ces e´tudes servent a` dimensionner les ouvrages
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EDF aux agressions me´te´orologiques, de type inondation, tempeˆte ou encore se´cheresse.
Elles consistent, a` partir d’une loi de valeurs extreˆmes ajuste´e sur des donne´es, a` de´terminer
les quantiles extreˆmes de pe´riode de retour centenale, mille´nale voire de´camille´nale. Ces
quantiles extreˆmes de´pendent du mode`le de valeurs extreˆmes utilise´ ainsi que du nombre
de donne´es disponibles pour estimer les parame`tres dudit mode`le (Renard et al (2013)).
Il est donc important de pouvoir quantifier ces sensibilite´s afin de rendre plus robustes les
prises de de´cision. L’objectif de notre travail est d’e´tudier les limites d’extrapolation des
lois de valeurs extreˆmes en proposant des re´sultats sur la robustesse de ces extrapolations.
Ce travail consiste e´galement a` comprendre pourquoi, dans la litte´rature (cf MeteoFrance
(2014)), on trouve des re´fe´rences qui pre´conisent de ne pas extrapoler plus de quatre fois
la dure´e d’observation des donne´es.
Les travaux pre´liminaires que nous pre´sentons se placent dans le cadre ou` les donne´es
sont issues d’une loi ge´ne´ralise´e des valeurs extreˆmes (GEV) a` trois parame`tres (µ, σ, ξ),
respectivement de position, d’e´chelle et de forme.
Dans un premier temps, nous exposons les expressions des erreurs asymptotiques
relatives des quantiles extreˆmes issus d’une loi GEV, et ce lorsque le parame`tre de forme
ξ est suppose´ e´gal a` ze´ro (cas d’une loi de Gumbel) puis lorsque le parame`tre de forme ξ
est proche de 0. Nous en profitons pour faire une comparaison de ces diffe´rentes erreurs
relatives.
Dans un second temps, nous encadrons l’erreur asymptotique relative associe´e a` une
loi de Gumbel. Pour un jeu de donne´es de taille n, cet encadrement va nous permettre,
moyennant une erreur seuil donne´e 0, de pouvoir de´terminer quel est l’ordre du quantile
jusqu’ou` il est possible d’extrapoler garantissant une erreur infe´rieure a` 0.
2 Comparaison des approches GEV et Gumbel
Soit X une variable ale´atoire de loi GEV, de fonction de re´partition de´finie sur
l’ensemble
{
x : 1 + ξ x−µ
σ
> 0
}
par :
Gµ,σ,ξ(x) = exp
{
−
[
1 + ξ
(
x− µ
σ
)]− 1
ξ
}
si ξ 6= 0
Gµ,σ(x) = exp
{
− exp
[
−
(
x− µ
σ
)]}
si ξ = 0.
Le quantile xq d’ordre 1− q est de´fini par Gµ,σ,ξ(xq) = 1− q (resp Gµ,σ(xq) = 1− q).
Il est donne´ par :
xq = µ− σ
ξ
[1− y−ξq ] si ξ 6= 0 (1)
xq = µ− σ log yq si ξ = 0 (2)
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avec yq = − log(1− q). Par la suite, on supposera que q est proche de 0 et on dira que les
quantiles associe´s sont des quantiles extreˆmes.
Sous l’hypothe`se que X1, ..., Xn sont des variables iid de loi GEV et que 1+ξ
(
xi−µ
σ
)
> 0
pour i = 1, ..., n, la log-vraisemblance en les parame`tres (µ, σ, ξ) s’e´crit :
`(µ, σ, ξ) = −n log(σ)−
(
1 +
1
ξ
) n∑
i=1
log
(
1 + ξ
xi − µ
σ
)
−
n∑
i=1
(
1 + ξ
xi − µ
σ
)− 1
ξ
.(3)
De meˆme, si X1, ..., Xn sont des variables iid de loi de Gumbel, on suppose ξ = 0 et la
log-vraisemblance en les parame`tres (µ, σ) s’e´crit :
`(µ, σ) = −n log(σ)−
n∑
i=1
(
xi − µ
σ
)
−
n∑
i=1
exp
(
−xi − µ
σ
)
. (4)
Les estimateurs du maximum de vraisemblance (µˆ, σˆ, ξˆ) sont obtenus en maximisant les
e´quations (3) ou (4) en les parame`tres (µ, σ, ξ). Puis, en substituant dans les e´quations (1)
et (2), on obtient l’estimateur par maximum de vraisemblance du quantile d’ordre 1− q :
xˆq. Sous la condition ξ > −0.5 (Smith (1985)), la loi asymptotique de (µˆ, σˆ, ξˆ) est une
loi normale multivarie´e de moyenne (µ, σ, ξ) et de matrice de covariance l’inverse de la
matrice d’information de Fisher.
Des intervalles de confiance sur le quantile extreˆme xq avec probabilite´ 1 − α se
de´duisent a` l’aide d’une delta-me´thode (Coles (2001)) :
xq ∈
[
xˆq − uα
σxˆq√
n
; xˆq + uα
σxˆq√
n
]
,
ou` uα est le quantile d’ordre 1 − α2 d’une loi normale centre´e re´duite, σxˆq =
√
V ar(xˆq),
avec :
V ar(xˆq) = ∇ˆtxqΣˆ∇ˆxq ,
Σ est la matrice de covariance asymptotique calcule´e pour n = 1 de (µˆ, σˆ, ξˆ) et
∇txq =
[
∂xq
∂µ
,
∂xq
∂σ
,
∂xq
∂ξ
]
=
[
1,−1
ξ
[
1− y−ξq
]
,
σ
ξ2
[
1− y−ξq
]− σ
ξ
y−ξq log(yq)
]
si ξ 6= 0
= [1,− log yq] si ξ = 0.
L’erreur asymptotique relative est alors de´finie par :
 :=
uασxˆq
xˆq
√
n
.
Notre premier re´sultat e´tablit les expressions analytiques de ces erreurs dans les cas GEV
et Gumbel.
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Lemme 1 L’expression de l’erreur relative asymptotique associe´e a` une mode´lisation de
type Gumbel est donne´e par :
Gum
(
q, n,
µˆ
σˆ
)
=
uα
√
P2(log yq)
√
n
(
µˆ
σˆ
− log yq
) ,
P2(t) :=
1
pi2
[
pi2 + 6 (1− γ − t)2] .
Celle associe´e a` une mode´lisation de type GEV lorsque ξ −→ 0 est donne´e par :
GEV
(
q, n,
µˆ
σˆ
)
ξ→0∼ uα
√
P4(log yq)
√
n
(
µˆ
σˆ
− log yq
) ,
P4(t) :=
3
2
{
t4
[
60pi2
]
+ 240t3
[
6ζ(3) + pi2(γ − 1)]
+ 24t2
[
pi4 + 5pi2(3γ2 − 6γ + 4) + 180ζ(3)(γ − 1)]
+ 48t
[
pi4(γ − 1) + 5pi2(γ3 − 3γ2 + 4γ − 2− ζ(3)) + 30ζ(3)(3γ2 − 6γ + 4)]
+ 9pi6 + 4pi4(6γ2 − 12γ + 1) + 60pi2 (γ4 − 4γ3 + 8γ2 − 4γ(ζ(3) + 2) + 4(ζ(3) + 1))
+ 1440ζ(3)
(
γ3 − 3γ2 + 4γ − (ζ(3) + 2))}
/
(
11pi6 − 2160ζ(3)2) .
avec γ ≈ 0.577 la constante d’Euler et ζ(3) ≈ 1.202 la constante d’Ape´ry.
Ces deux expressions nous permettent de remarquer Figure 1 que l’erreur relative asympto-
tique associe´e a` la loi de Gumbel croˆıt en log2 yq alors que celle associe´e a` la loi GEV - qui
prend en compte la variabilite´ du parame`tre ξ contrairement a` la loi de Gumbel - croˆıt
en log4 yq. Ainsi, de`s lors que l’on va conside´rer des quantiles extreˆmes, l’erreur relative
asymptotique associe´e a` la loi de Gumbel sera infe´rieure a` celle associe´e a` la loi GEV
quand le parame`tre de forme ξ est proche de 0.
Par ailleurs, ces deux expressions ne de´pendent plus des parame`tres de leur loi respective
qu’au travers du rapport µˆ/σˆ, P2(·) et P4(·) e´tant inde´pendants de µ, σ et ξ.
3 Controˆle de l’erreur asymptotique
Nous nous inte´ressons aux erreurs relatives donne´es par le Lemme 1. L’ide´e va eˆtre de
donner un encadrement de ces erreurs en q, pour une taille de jeu de donne´es n fixe´e. On
pourra ainsi justifier le fait de ne pas extrapoler plus loin que le quantile d’ordre 1− q par
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Figure 1 – Graphes de P4(−t) (ligne continue) et de P2(−t) (tirets) pour t ∈ [0, 15].
le fait que l’erreur relative asymptotique associe´e est supe´rieure a` une erreur seuil donne´e
0.
Le but est alors de trouver q0
(
n, µˆ
σˆ
)
tel que 
(
q0
(
n, µˆ
σˆ
)
, n, µˆ
σˆ
)
= 0. Par construction
de q0
(
n, µˆ
σˆ
)
, on aura alors que :
∀ 1− q ≤ 1− q0
(
n,
µˆ
σˆ
)
, 
(
q, n,
µˆ
σˆ
)
≤ 0.
De´terminer q0(n,
µˆ
σˆ
) ne´cessite alors d’e´tudier les fonctions :
t→ Φ(2)β (t) :=
uα
√
P2(−t)√
n (β + t)
,
t→ Φ(4)β (t) :=
uα
√
P4(−t)√
n (β + t)
,
sur R+, avec β > 0.
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4 Perspectives
Apre`s avoir illustre´ les encadrements obtenus sur des simulations, on s’appliquera
a` chercher des encadrements similaires pour une mode´lisation de type GEV lorsque le
parame`tre de forme ξ est quelconque. Ces me´thodes pourront ensuite eˆtre applique´es
a` des cas re´els de mesures de variables environnementales dont EDF posse`de les se´ries
chronologiques : chroniques de de´bit, de tempe´rature, de vitesse instantane´e de vent.
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